4 KVANTIL NAHODNE VELICINY

4.1 Kvantil teoretického modelu

Klicovym pojmem aplikaci teorie spolehlivosti ve stavebnictvi je kvantil nahodné
veli¢iny. V pfipadé spojité nahodné veliCiny X, ktera ma distribucni funkci ®(x), je p-kvantil x,
takova hodnota nahodné veli€iny X, pro niz plati, ze vyskyt hodnot mensich nez x, nastane

pouze s pravdépodobnosti p, tj. pro niz je distribu¢ni funkce ®(x,) rovna pravdépodobnosti p

P(X <x,)=®(x,)=p (4.1)
Jestlize pravdépodobnost p < 0,5, pak se hodnota x, nazyva dolni kvantil, pro p > 0,5 se x,
nazyva horni kvantil. Obrazek 4.1 znazorfiuje dolni a horni kvantil u, normované nahodné

veli¢iny U s normalnim rozdélenim pro pravdépodobnosti p = 0,05 a 0,95, oznagené tedy

Uo,05a Up,95.

Hustota pravdépodobnosti ¢(u)
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Normovana nahodna veli¢ina U s normalnim rozdélenim

Obrazek 4.1. Dolni a horni kvantil normované nahodné veli¢iny U s normalnim rozdélenim.

Kvantil odpovidajici pravdépodobnosti p = 0,05 se obvykle uplatriuje pfi stanoveni

charakteristické hodnoty materidlovych vlastnosti (pevnosti betonu, meze kluzu oceli,
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pevnosti zdiva). Navrhové hodnoty dominantnich veli€in jsou obvykle kvantily odpovidajici
mensi pravdépodobnosti (napf. p = 0,001), navrhové hodnoty nedominantnich veli€in jsou
kvantily odpovidajici naopak vétsi pravdépodobnosti (napf. p = 0,10).

Pro jednotlivé teoretické modely rozdéleni nahodné veli€iny X se kvantil zpravidla
stanovi na zakladé tabulek zpracovanych pro normovanou nahodnou veliinu U s pfislusnym
typem rozdéleni (viz pfiloha 2). Takto stanovena hodnota normované nahodné veli€iny u,

odpovidajici dané pravdépodobnosti p se dosadi do vztahu (3.14 ) a vypocte se kvantil x,
Xo= 11+ Up 0= p1 (1% Up W) (4.2)

Tabulka 4.1 uvadi hodnoty u, dolniho kvantilu normované nahodné veliCiny U s
normalnim rozdélenim pro vybrané pravdépodobnosti p. Vzhledem k symetrii normalniho
rozdéleni se hodnoty horniho kvantilu u, stanovi z tabulky 4.1 tak, Zze se p nahradi hodnotou
1-p a u hodnot u, se zméni znaménko (ze zaporného na kladné). Podrobné tabulky Ize najit
napf. ve skriptech [5,6], v normé ISO 12491 [3] a odborné literature [18,19,20].

Tabulka 4.1. Kvantil u, normované nahodné veliCiny s normalnim rozdelenim.
p 1077 10 10° 10 0,001 0,010 0,050 0,700 0,200 0,500
u, |-5199 -4,753 -4,265 -3,719 -3,091 -2,327 -1,645 -1,282 -0,841 0,000

Pro normovanou nahodnou veli€inu s obecnym tfiparametrickym lognormalnim
rozdélenim je hodnota normované nahodné veliCiny u, zavisla na Sikmosti «. Tabulka 4.2

uvadi hodnoty u, pro vybrané Sikmosti « a pravdépodobnosti p.

Tabulka 4.2. Kvantil u, normované nahodné veli€iny s lognormalnim rozdélenim.

Pravdépodobnosti p
a | 10* 10° 0,01 0,05 0,10 0,20 0,50 0,80 0,90 0,95 0,99 1-10° 1-10*

-2,0-9,52 -6,24 -3,52 -1,89 -1,24 -061 0,24 0,77 097 1,89 128 1,42 1,49
-1,5-7,97 -5,51 -3,31 -1,89 -1,29 -068 0,20 0,81 1,04 121 145 165 1,77
-1,0,-6,40 -4,70 -3,03 -1,85 -1,32 -0,74 0,15 0,84 1,13 1,34 1,68 199 219
-0,5-4,94 -3,86 -2,70 -1,77 -1,32 -0,80 0,08 0,85 1,21 1,49 1,98 246 2,81
0,0-3,72 -3,09 -2,33 -1,65 -1,28 -0,84 0,00 0,84 1,28 1,65 233 3,09 3,72
0,5-2,81 -246 -1,98 -149 -1,21 -0,85 -0,08 0,80 1,32 1,77 2,70 3,86 4,94
1,0-2,19 -1,99 -168 -1,34 -1,13 -0,84 -0,15 0.74 1,32 1,85 3,03 4,70 6,40
1,5-1,77 -165 -145 -1,21 -1,04 -0,81 -020 0,68 1,29 1,89 3,31 551 7,97
2,0-149 1,42 -1,28 -1,89 -097 -0,77 -0,24 0,61 1,24 1,89 3,52 6,24 9,52

Pro lognormalniho rozdéleni s dolni mezi v nule, které je popsano v oddilu 3.4, je
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mozno kvantil stanovit z hodnoty kvantilu normované nahodné veliCiny s normalnim

rozdélenim podle vztahu (viz pfiloha 2)

X, = # exp(upwlln(1+ WZ)J (4.3)

1+w?

kde u, je kvantil normované nahodné veli¢iny s normalnim rozdélenim, u je primér a w

variaéni koeficient veliginy X. Casto se uplatfiuje aproximace vztahu (4.3) ve tvaru

Xy =1 exp(up X w) (4.4)

jejiz pfesnost je zcela vyhovujici pro w < 0,2, b&Zné se vSak pouziva i pro vétsi w.

Pfiklad 4.1. Stanovme kvantil normalniho a lognormalniho rozdéleni s dolni mezi v nule pro
p =0,001; 0,01; 0,05 a 0,10, je-li w=0,3. Vime, Ze lognormalni rozdéleni s dolni mezi v nule
ma v tomto pfipadé kladnou Sikmost o = 0,927 (podle rovnice (3.20)), kterou je tfeba znat
pro interpolaci v tabulce 4.2. Vysledné hodnoty x, jsou uvedeny v nasledujici tabulce ve tvaru
bezrozmérnych souciniteld x,/u (vyjadfujici podil kvantilu a prdméru) stanovenych rdznym

zpUsobem pro normalni i lognormalni rozdéleni.

Tabulka soucinitel( x,/u k pfikladu 4.1.

Pravdépodobnosti p
Soucinitel x,/u stanoven pro 0,001 0,010 0,050 0,100
normalni rozdéleni podle rovnice (4.2) a tabulky 4.1 0,073 0,302 0,506 0,615
lognormalni rozdéleni podle rovnice (4.2) a tabulky 4.2 | 0,385 0,483 0,591 0,658
lognormalni rozdéleni podle rovnice (4.3) a tabulky 4.1 | 0,387 0,484 0,591 0,657
lognormaini rozdéleni podle rovnice (4.4) a tabulky 4.1 | 0,396 0,496 0,610 0,681

Z tabulky souciniteld x,/u je patrny oCekavany rozdil mezi kvantiliem normalniho a
lognormalniho rozdéleni. Zejména pro malé pravdépodobnosti p je dolni kvantil normalniho
rozdéleni vyrazné nizSi nez odpovidajici kvantil lognormalniho rozdéleni. Tabulka rovnéz
ukazuje, Ze pfiblizny vzorec (4.4) poskytuje pro vypocet kvantilu lognormalniho rozdéleni
uspokojivé vysledky (chyba bude mensi pro niz§i hodnoty variaéni koeficientu w).

Kvantil gama rozdéleni je mozno stanovit z dostupnych tabulek pro Pearsonovo
rozdéleni typu lll [5,6]. Pro stanoveni kvantilu beta rozdéleni Ize vyuzit dostupné tabulky
neupliné beta funkce nebo kvantil stanovit integraci hustoty pravdépodobnosti podle definice
(4.1). Jestlize je to vSak tfeba (a nejsou k dispozici vhodné tabulky nebo softwarovy produkt),
pak kvantil beta rozdéleni, které ma zvonovity tvar (ij. pro parametry tvaru platic >2 a d > 2),

lze vypocitat pfiblizné z rovnice (4.2) na zékladé tabulkovych hodnot u, pro normované
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lognormalni rozdéleni se stejnou Sikmosti « jako ma beta rozdéleni. Obdobnym zplsobem je
mozno postupovat také u jinych typu rozdéleni.

Jednodus$e Ize kvantil x, stanovit u Gumbelova rozdéleni. Z rovnice (3.35) a definice
(4.1) vyplyva explicitni vztah pro x, pfimo v zavislosti na pravdépodobnosti p

Xp = Xmod —%In(—ln(p)) =~ u—-(0,45+0,78In(-In(p))) o (4.5)

kde za modus xmo¢ @ parametr ¢ jsou dosazeny vztahy (3.37) a (3.38).

Pfiklad 4.2. Stanovme horni kvantil tlaku vétru z pfikladu 3.5 popsaného Gumbelovym
rozdélenim, jestlize se uvaZuje pravdépodobnost p = 0,98. Z pfikladu 3.5 je znamo, Ze pro
jednoroéni maxima plati x4 = 0,35 kN/m?, o7 = 0,06 kN/m?. Kvantil xoes pro tyto parametry

vyplyva z rovnice (4.5)
Xg0s = 0,35 (0,45 + 0,78 xIn(-In(0,98))) x 0,06 = 0,51 kN/m?

Odpovidajici kvantil maxim za dobu 50 let (z pfikladu 3.5 vime, Ze us = 0,53 kN/m?, o5y =
0,06 kN/m?) je

Xoos = 0,53 - (0,45 + 0,78 xIn(~In(0,98))) x 0,06 = 0,69 kN/m?

Snadné matematické postupy vcetné vypoctu kvantilu jsou jednou z pfi€in vSeobecné obliby
Gumbelova rozdéleni pfi popisu nahodnych veli€in popisujicich klimaticka a jina nahodila
zatizeni, ktera jsou definovana maximalnimi hodnotami ve stanoveném obdobi (napf. b&éhem

jednoho roku).

V praktickych aplikacich nejsou vSak teoretické modely vzdy znamé. Stavebnictvi se
velmi Casto stfetava s pozadavkem stanovit kvantil nahodné veli€iny (napf. pevnosti nového
nebo neznamého materialu) na zakladé omezeného vybéru, jehoz rozsah n muze byt velmi
maly (nékdy mensi nez 10). Variabilita sledovanych nahodnych veli€in muze byt navic
vysoka (variacni koeficient je nékdy vétsi nez 0,30). Stanoveni kvantilu na zakladé vybéru je
proto zavazny problém, ktery se v matematické statistice feSi rlznymi metodami teorie
odhadu. Uvedeme zde tfi zakladni postupy: pokryvnou, pfedpovédni a Bayesovskou metodu

odhadu kvantilu zakladniho souboru.

4.2 Pokryvna metoda odhadu

Zakladnim pojmem odhadu kvantilu z vybéru o rozsahu n pokryvnou metodou je

konfidence , tj. pravdépodobnost (zpravidla 0,75, 0,90 nebo 0,95), se kterou stanoveny
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odhad pokryva hledany kvantil (proto se mluvi o pokryvné metodé&, anglicky covering

method). Odhad X, cover dolniho kvantilu x, je pokryvnou metodou stanoven tak, Ze plati
P(Xp‘cover < Xp) = 7/ (4.6)

tj, Ze s pravdépodobnosti y je odhad mensi (na bezpeéné stran&) neZ neznamy kvantil x,.

V nasledujicim souhrnu jsou bez odvozeni uvedeny praktické vzorce za pfedpokladu,
Ze zakladni soubor ma tfiparametrické rozdéleni s primérem u, smérodatnou odchylkou o a
charakterizované Sikmosti «, o které se predpoklada, Ze je vzdy znama z pFedchozi
zkuSenosti. Kromé toho se predpoklada, ze priimér zakladniho souboru x neni nikdy pfedem
znam a pfi odhadu se proto vzdy vychazi z vybérového priméru m, zatimco smérodatna
odchylka zakladniho souboru o je bud znama, a pak se z ni vychazi, nebo je neznama, a
pak se misto ni uvazuje vybérova smérodatna odchylka s.

Jestlize smérodatna odchylka o zakladniho souboru je znama z pfedchozi

zkusenosti, odhad X, cover dolniho p-kvantilu je dan vztahem
Xp,cover = M = Kp O (4.7)

Jestlize je smérodatna odchylka zakladniho souboru o neznama, uvaZuje se vybérova

smérodatna odchylka s
Xp,cover =m- kp S (4.8)

Koeficienty odhadu «, = x (o, p, », n) a k, = k (a, p, 3 n) zavisi na typu rozdéleni, Sikmosti o,
na pravdépodobnosti p odpovidajici hledanému kvantilu x,, na konfidenci y a na rozsahu
vybéru n (viz dale 4.4). Znalost konfidence y, Ze odhad X, cover bude na bezpeéné strané od
skute¢né hodnoty x,, je nejvétsi pfednosti klasické pokryvné metody. Konfidence y = 0,75 se
doporucuje v dokumentech [1, 2]. V naro¢nych pfipadech, kdy se vyZzaduje podrobny rozbor

spolehlivosti, mlze byt vhodnéjsi vysSi hodnota konfidence, napf. 0,95 [14].

4.3 Predpovédni metoda odhadu

Podle pfedpovédni metody [14] se dolni kvantil x, odhaduje z vybéru rozsahu n tak
zvanou pfedpovédni mezi X, yreq, Pro kterou plati, ze dalSi hodnota x,.1 nahodné vybrana ze

zakladniho souboru podkro€i odhad x, preq pOuUze s pravdépodobnosti p, tj. plati

ID(Xn+1 < Xp, pred) = p (49)

Lze ukazat, Ze takto definovany odhad X, ,eq S€ asymptoticky blizi k neznamému kvantilu x,,
jestlize n se zvySuje. Ukazuje se take, Ze odhad X, yreq NUMericky pfiblizné odpovida odhadu

pokryvnou metodou X, cover Stanovenému pro konfidenci y= 0,75 [14].
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Jestlize veliCina X ma lognormalni rozdéleni a smérodatna odchylka zakladniho

souboru oje znama, dolni kvantil je odhadnut hodnotou x, yeq podle vztahu

kde u, = u (e, p) je kvantil normovaného lognormalniho rozdéleni, které ma Sikmost «.
Jestlize v8ak smérodatna odchylka zakladniho souboru je nezndmd, pak je tfeba

misto o uvazovat vybérovou smérodatnou odchylku s
Xppred = M+ t, (1In +1)"? s (4.11)

kde t, = H(a, p,v) je p-kvantil zobecnéného Studentova t-rozdéleni pro v = n - 1 stupiid
volnosti, které ma Sikmost « (informace o Studentovu rozdéleni a poc¢tu stupnid volnosti je

mozno ziskat ze skript [5] a dalSich odbornych pramenu [18, 19, 20]).

4.4 Soucinitele pokryvné a predpovédni metody

Pokryvna a pfedpovédni metoda pfedstavuji dva zakladni postupy pro odhad kvantilu
zakladniho souboru na zakladé dostupného vybéru o omezeném rozsahu n. V pfipadé, Ze
smérodatna odchylka zakladniho souboru o je znama, aplikuji se rovnice (4.7) a (4.10), ve
kterych vystupuji analogické soucinitele x, a —up(1/n+1)”2. Oba soucinitele zavisi na typu
rozdéleni, rozsahu vybéru n, soucinitel x, u pokryvné metody jest€ na konfidenci y. Za
pfedpokladu normalniho rozdéleni zakladniho souboru uvadi tabulka 4.3 soucinitele x, a

—uy(1/n+1)"? pro p = 0,05 a vybrané hodnoty n a y.

Tabulka 4.3. Souginitele x, a —u,(1/n+1)"? z rovnic (4.7) a (4.10) pro p=0,05 a normalni

rozdéleni zakladniho souboru (o znamé).

Rozsah souboru n

Soucinitel 3 4 5 6 8 10 20 30 )
y=0,75 203 (198 (195192 (1,88 (1,86 (1,79 | 1,77 | 1,64
K, y=0,90 2,39 | 2,29 | 2,22 | 217 | 210 | 2,05 [ 1,93 | 1,88 | 1,64
y=0,95 2,60 | 2,47 | 2,38 | 2,32 | 2,23 | 217 | 2,01 | 1,95 | 1,64
—up(1/n+1)1’2 1,89 | 1,83 | 1,80 | 1,77 | 1,74 [ 1,72 | 1,68 | 1,67 | 1,64

Z tabulky 4.3 je zfejmé, Ze se zvySujicim se rozsahem vybéru n se oba soucinitele
blizi k hodnoté 1,64, ktera plati pro teoreticky model normalniho rozdéleni (viz tabulka 4.1).
U pokryvné metody se soucinitel x, zvétSuje s rostouci konfidenci y. Pro konfidenci y = 0,75
plati, ze x, = —uy(1/n+1)"? a pokryvna metoda vede pfiblizné ke stejnému odhadu jako
pfedpovédni metoda, Xy cover = Xppred (Pro vyssi konfidenci y> 0,75 je Xp cover < Xp,pred)-

V pfipadé, Zze smérodatna odchylka zakladniho souboru o je neznama, aplikuji se
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rovnice (4.8) a (4.11), ve kterych vystupuji analogické soucinitele k, a —tp(1/n+1)1’2. Oba
soucinitele zavisi opét na typu rozdéleni, rozsahu vybéru n, soucinitel k, u pokryvné metody
jesté na konfidenci y. Za pfedpokladu normainiho rozdéleni zachycuje tabulka 4.4 a obrazek

12

4.2 hodnoty soucinitelt k, a —t,(1/n+1)"“ pro p=0,05 a vybrané hodnoty n a .

Tabulka 4.4. Soucinitele k, a —t,(1/n+1) z rovnic (4.8) a (4.11) pro p=0,05 a normalni

rozdéleni zakladniho souboru (o-neznamé).

Soudinitel Rozsah souboru n

3 4 5 6 8 10 20 30 0
y=0,75 3,15 2,68 | 246 | 2,34 |219 (2,10 | 1,93 | 1,87 | 1,64
Ky y=0,90 531 (3,96 | 3,40 | 3,09 | 2,75 | 2,57 | 2,21 | 2,08 | 1,64
y=0,95 766 | 514 | 4,20 | 3,71 | 3,19 [ 2,91 | 240 | 2,22 | 1,64
—t,(1/n+1)"? 3,37 | 2,63 12,33 (2,18 | 2,00 1,92 | 1,76 | 1,73 | 1,64

Z tabulky 4.4 a z obrazku 4.2 je zfejmé, Ze s rostoucim rozsahem vybéru n se oba
soucinitele blizi k hodnoté 1,64, ktera plati pro teoreticky kvantil normalniho rozdéleni (viz
tabulka 4.1). U pokryvné metody se soucinitel k, zvétSuje s rostouci konfidenci y a pfislusné
odhady X, cower dolniho kvantilu jsou nizsi (na strané bezpecnosti). Pro konfidenci y = 0,75
opét plati, ze k, = —t,(1/n+1)" a pokryvna metoda vede pfiblizné ke stejnému odhadu jako

pfedpovédni metoda, X, cover = Xppred St€jN€ jako v pfipadé znamé smérodatné odchylky o.

10
| souginitele k, a —t,(1/n+1)"?

LI

- k, pro y=0,90
5
I k, pro y=10,75
1641 ~t,(1/n+1)"? —> ,
0 5 10 15 20

Obrazek 4.2. Souginitele k, a —t,(1/n+1)"? pro p = 0,05 a normalni rozdéleni zékladniho

souboru (o nezname).

Sikmost (asymetrie) zakladniho souboru o miZe mit rovnéz vyrazny vliv na odhad
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kvantilu zakladniho souboru. Tabulka 4.5 a 4.6 uvadi soucinitele k, z rovnice (4.8) za
pfedpokladu lognormalniho rozdéleni pro tfi Sikmosti « = -1,0, 0,0 a 1,0, pro
pravdépodobnost p = 0,05 a konfidenci y = 0,75 (tabulka 4.5) a y = 0,95 (tabulka 4.6).

Hodnoty soucinitell z tabulky 4.6 jsou znazornény na obrazku 4.3.

Tabulka 4.5. Soucinitel k, z rovnice (4.8) pro p = 0,05, = 0,75 a lognormalni rozdéleni se

Sikmosti « (o neznamé).

Rozsah souboru n
Sikmost 3 4 5 6 8 10 20 30 )
a =-1,00 4,31 |1 3,58 | 3,22 [ 3,00 | 2,76 | 2,63 | 2,33 | 2,23 | 1,85
a = 0,00 3,15 (268 (246 (2,34 | 2,19 | 2,10 | 1,93 | 1,87 | 1,64
a = 1,00 246 (212 (195 (1,86 | 1,75 1,68 | 1,56 | 1,51 | 1,34

Tabulka 4.6. Soucinitel k, z rovnice (4.8) pro p = 0,05, = 0,95 a lognormalni

rozdéleni se Sikmosti « (o neznamé).

Rozsah souboru n
Sikmost 3 4 5 6 8 10 20 30 0
a=-1,00 10,9 | 7,00 | 5,83 | 5,03 | 4,32 | 3,73 | 3,05 | 2,79 | 1,85
a= 0,00 766 | 5,14 | 4,20 | 3,71 [ 3,19 {291 | 240 | 2,22 | 1,64
= 1,00 5,88 | 3,91 | 3,18 [ 2,82 | 2,44 | 2,25 (1,88 | 1,77 | 1,34

Z tabulky 4.5 a 4.6 je ziejmé, Ze s rostoucim rozsahem vybéru n se soucinitele k,
blizi k hodnotam u, platnym pro teoreticky model lognormalniho rozdéleni, které jsou
uvedeny v tabulce 4.2. Vliv Sikmosti tedy nezmizi ani pro n—x, je vdak zejména vyrazny pro

malé soubory a vys3i konfidenci y = 0,95 (viz obrazek 4.3).

10
i a—-1 00
| ﬂ a 0,00
I a=+1,00
5
L ‘\
\\\__
_ = ——
1,64
- —,
O 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20

Obrazek 4.3. Soucinitel k, pro p = 0,05 a konfidenci y= 0,95 (o nezname).
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Podobnou zavislost na Sikmosti Ize pozorovat u zobecnéného Studentova t-rozdéleni,
jehoz kvantily t, jsou uvedeny v tabulce 4.7. Tyto hodnoty t, se uplatni v pfedpovédni metodé
ve vzorci (4.11), a dale v Bayesovské metodé. Proto jsou v tabulce 4.7 uvedeny pfimo
hodnoty kvantili f, v zavislosti na poctu stupfii volnosti v = n - 1. Uvazuje se opét

pravdépodobnost p=0,05 a tfi Sikmosti « =-1,0, 0 a 1,0.

Tabulka 4.7 SoucCinitel —t, z rovnice (4.11) pro p = 0,05 a lognormalni rozdéleni se Sikmosti «

(ocnezname).
Soucinitel - t, pro pocet stupril volnosti v=n - 1
Sikmost 3 4 5 6 8 10 20 30 ©
a =-1,00 265 (240|227 (219|219 [ 2,04 | 1,94 [ 1,91 | 1,85
a= 0,00 235 (213|202 (194 | 186 1,81 | 1,72 | 1,70 | 1,64
a= 1,00 1,92 | 1,74 | 164 | 1,59 | 1,52 | 1,48 | 1,41 | 1,38 | 1,34

Z tabulky 4.7 je zfejmé, Ze se zvySujicim se rozsahem vybéru n se hodnoty {, bliZi k
teoretickym hodnotam u, platnym pro model lognormalniho rozdéleni s odpovidajici Sikmosti,
které jsou uvedeny v tabulce 4.2. Vliv Sikmosti tedy opét (stejné jako u soucinitele k,) nezmizi
ani pro n—w, je v8ak zejména vyrazny pro malé soubory (vzriista s klesajicim rozsahem

vybéru n).

Priklad 4.3. Vybér o rozsahu n = 5 méfeni pevnosti betonu ma primér m = 29,2 MPa a
smérodatnou odchylku s = 4,6 MPa. Pfedpokladame, Ze zakladni soubor je normalni a ze
jeho smérodatna odchylka o je neznama. Charakteristicka pevnost fy = x,, kde p = 0,05 je
nejdfive stanovena pokryvnou metodou. Jestlize konfidence je y= 0,75, vyplyva z rovnice (4.8)

a tabulky 4.4

Xp,cover — 29,2-2,46x4,6=17,9MPa

Jestlize se v§ak vyzaduje vySSi konfidence y = 0,95, pak
Xpcover = 29,2 -4,20x 4,6 =9,9MPa
Pfi pfedpovédni metodé se zisti z rovnice (4.11) a tabulky 4.4
Xppred =29,2-2,33x4,6=18,5MPa
Podle pfedpovédni metody je tedy charakteristickd pevnost pouze nepatrné vétsi nez
podle pokryvné metody s konfidenci y= 0,75. Jestlize by se vSak pozadovala vysSi konfidence
y = 0,95, pak pokryvna metoda vede k hodnoté, ktera je témér polovicni nez hodnota podle

predpovédni metody.

Jestlize vybér pochazi ze zakladniho souboru s lognormalnim rozdélenim a kladnou
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Sikmosti a = 1, pak pokryvna metoda s konfidenci y= 0,75 (tabulka 4.5) poskytuje odhad

Xp,cover — 29,2-1,95%x4,6=20,2MPa

coz je hodnota o 13 % vySSi nez pfi nulové Sikmosti.

Podobné pro pfedpovédni metodu z rovnice (4.11) a tabulky 4.7 plyne

Xppred = 29,2 - 1,74 x /% +1x 4,6=20,4MPa

kde hodnota t, = —-1,74 je uvedena v tabulce 4.7 pro ¢ =1,0a v =5 -1 = 4. Vysledna
pevnost je v tomto pfipadé o 10% vySSi neZ hodnota odpovidajici normalnimu rozdéleni
(ax=0).

4.5 Bayesovska metoda odhadu

Jestlize jsou u nékteré nahodné veli€iny k dispozici pfedchozi zkuSenosti (napf. v
pfipadé ustalené vyroby), je mozno vyuzit tak zvany Bayesovsky postup, ktery obecné
sleduje myslenku aktualizace pravdépodobnosti popsanou v oddilu 2.5. Bayesovsky postup
odhadu kvantilu je popsan bez odvozeni pfislusnych dilezitych vztahl. Podrobnéjsi
informace jsou uvedeny v dokumentech ISO [2,3] a dal$i odborné literature [18,19,20].

Predpokladejme, Zze je k dispozici vybér o rozsahu n, ktery ma primér m a
smérodatnou odchylku s. Kromé toho je z pfedchozi zkusenosti znam vybérovy primér m’ a
vybérova smérodatna odchylka s’, které byly stanoveny z neznamého vybéru o neznameém
rozsahu n’. Pfedpoklada se ovSem, Ze oba vybéry pochazeji ze stejného zakladniho
souboru, ktery ma pramér  a smérodatnou odchylku o. Oba soubory je tedy mozno sloudit.
Jestlize by byly znamy jednotlivé hodnoty pfedchoziho souboru, bylo by toto slouceni
jednoduché. To vSak neni v tomto pfipadé mozné. Je proto nutno vyuzit Bayesovské uvahy.

Parametry slou¢eného souboru obecné jsou dany vztahy [2,3]

n”=n+n
V=v+v-jellin'>1,v'=v+ Vijelin'= 0 (4.12)
m”=(mn+mn’)/n”
s?=(vs?+vs?+nm?+nm?-n"m’? /v
Neznamé hodnoty n’ a v mohou byt nyni stanoveny na zakladé vztahd pro variaéni
koeficienty priméru a smérodatné odchylky v(u) a v(o) (parametry u a o se v Bayesovském

pojeti povazuji za nahodné veli¢iny), pro které plati [2,3]

n’ =[s'/ (m v(u)?, v=11(2 v(c)?) (4.13)
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Obé neznamé veli¢iny n’ a v mohou byt stanoveny nezavisle na sobé (obecné v = n’-1),
avS8ak v zavislosti na pfedchozi zkuSenosti o stupni nejistoty odhadu priméru u a
smérodatné odchylky o zakladniho souboru.

Dalsi krok postupu navazuje na predpovédni metodu. Bayesovsky odhad X, gayes
kvantilu je dan vztahem analogickym k rovnici (4.11) pro pfedpovédni odhad za pfedpokladu,

Ze smérodatna odchylka o zakladniho souboru neni znama

Xppayes =M™+ 1y (1n"+ 1) s (4.14)

kde t; = t; (a, p,v") je p-kvantil zobecnéného Studentova t-rozdéleni, které ma odpovidajici

Sikmost «, pro v’ stupi volnosti (obecné odliSné od hodnoty n”- 1).

Jestlize se Bayesovsky postup aplikuje pro stanoveni pevnosti materiali, s vyhodou
Ize vyuzit skuteCnosti, Ze variabilita je zpravidla dlouhodobé ustdlena. Pak nejistota pfi
stanoveni o vyjadiena hodnotou v(o) je pomérné mala, veli¢ina v stanovena podle rovnice
(4.13) a v’ stanovena podle prvni z rovnic (4.12) jsou velké. Tato okolnost muze vést k

pfiznivému sniZeni hodnoty ¢ a tim ke zvySeni odhadu hodnoty doIniho kvantilu X, gays podie

rovnice (4.14). Casto v8ak nejistoty pfi stanoveni priméru 1 a tedy hodnota v(u) jsou obvykle
velké, takze pfedchozi informace nemusi vyznamné ovlivnit vysledné hodnoty n”a m”.

Jestlize nejsou k dispozici zadné predchozi informace, pak n’ = v = 0 a vysledné
charakteristiky m”, n”, s”, v’ se rovnaji vybérovym charakteristikam m, n, s, v. V tomto pfipadé
se Bayesovska metoda redukuje na pfedpovédni metodu a rovnice (4.14) pfechazi na rovnici
(4.11), popf. (jestlize je o znamé) pouzije se rovnice (4.10). Tento zvlastni pfipad
Bayesovské metody, kdy nejsou k dispozici Zadné pFedchozi informace, se uvazuje v
mezinarodnich dokumentech CEN [1] a ISO [2, 3].

Priklad 4.4. Jestlize v pfikladu 4.3 jsou k dispozici pfedchozi zkuSenosti, Ize vyuzit

Bayesovskou metodu. Pfedpokladejme, Ze tyto informace jsou

m’= 30,1 MPa, V() = 0,50, s’= 4,4 MPa, V(o) = 0,28Z rovnice (4.13) plyne

(44 1Y , 1
nN=l———|<1,v=——+=x
30,1 0,50 2x0,28
Dale se tedy uvazuji hodnoty: n'=0a v'= 6. Protoze v =n-1 =4, zrovnice (4.12) plyne

n"=5 v"=10,m"=29,2MPa, s"=4,5MPaZ rovnice (4.14) se zjisti pro normalni rozdéleni
odhad
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Xogayes = 29,2 -1,81x ,/% +1x4,5 =20,3MPa

kde hodnota ¢, = 1,81 je z tabulky 4.7 pro « =0 a v"= 10. Vysledna pevnost je tedy vyssi (o

10 %) nez hodnota ziskana z pfedpovédni metody.
Jestlize zakladni soubor ma lognormaini rozdéleni se Sikmosti « = 1, pak ze vztahu

(4.14) a tabulkove hodnotyt; = 1,48 uvedené v tabulce 4.7 vyplyva

Xp,Bayes = 29;2 '1148 XW %"'1 ><4,5 = 21,9 MPa

coz je hodnota o 8% vySsi nez Bayesovsky odhad za pfedpokladu normainiho rozdéleni (pro

Sikmost o = 0).

Priklady 4.3 a 4.4 zfetelné ukazaly, ze odhad charakteristické pevnosti (kvantilu s
pravdépodobnosti p = 0,05) na zakladé jednoho vybéru se muze pohybovat v Sirokém
rozmezi (v pfikladech 4.3 a 4.4 od 9,9 MPa do 21,9 MPa) v zavislosti na pouzité metodé, na
pozadované konfidenci, na pFfedchozich informacich a na pfedpokladech o zakladnim
souboru. Poznamename, ze kromé alternativ uvazovanych v pfikladech 4.3 a 4.4 se mlze
navic uplatnil znalost smérodatné odchylky o zakladniho souboru a pfedpoklad zaporné
Sikmosti a (napf. u nékterych materialt s vysokou pevnosti).

Jesté vyraznéjSi rozdily vyslednych hodnot mohou nastat pfi odhadu navrhovych
hodnot pevnosti, tj. odhadu kvantilt, které odpovidaji malé pravdépodobnosti (napf. p =
0,001). Pfimy odhad takového kvantilu na zakladé omezeného vybéru ze zakladniho
souboru se vS8ak doporucuje jen v téch pfipadech, kdy je k dispozici dostatek vérohodnych
Uudaji o chovani pfislusné nahodné veli€iny. V téchto pfipadech je ucelné postupovat

obezfetné a pokud mozZno ve spolupraci se specialisty v oblasti matematicke statistiky.

4.6 Odhady kvantili podle Eurokodu

Eurokéd 1 [1] uvadi tabulky souciniteld pro odhad kvantilu nahodné veli€iny s
normalnim rozdélenim (nesymetricka rozdéleni se tedy neuvaZzuji) na zakladé vybéru pro ftfi
pravdépodobnosti p = 0,05 (napf. pro charakteristickou hodnotu xi), p = 0,001 (napf. pro
navrhovou hodnotu x4 dominantni veli¢iny) a p = 0,10 (napf. pro navrhovou hodnotu x4
nedominantni veli€iny). Jak bylo jiz uvedeno, charakteristické hodnoty xx a navrhové hodnoty
Xq jsou definovany jako kvantily x,, které odpovidaji dané pravdépodobnosti p (aplikace
téchto hodnot pfi navrhovani konstrukci je vysvétlena v nasledujicich kapitolach).

Pro charakteristickou hodnotu materidlovych vlastnosti se zpravidla uvazuje kvantil
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odpovidajici pravdépodobnosti p = 0,05 (u veli€in popisujicich nahodila zatizeni je vSak p
zpravidla menS§i), tj. plati
P(X < xx) = 0,05 (4.15)

Pro navrhovou hodnotu x4 dominantni veli€iny pfiblizZzné vychazi p = 0,001 (nebo hodnota
blizka), tj. plati
P(X < x4) = 0,001 (4.16)

Konec¢né pro navrhovou hodnotu x4 nedominantni veli€iny pfiblizné vychazi p = 0,1, tj. plati
P(X < x4) =0,1 (4.17)

Popis dominantnich a nedominantnich veli€in je uveden v dalSich kapitolach.

Nasledujici tfi tabulky, které uvadéji potfebné soucinitele pro odhad veli€in xx a xq4
podle rovnic (4.15) a (4.16), jsou zamérné prevzaty z dokumentu [1] v pIném znéni (tabulka
4.8 se Castecné prekryva s predchozimi tabulkami 4.3 a 4.4). Poznamename, Ze vSechny

soucinitele jsou v [1] oznaCeny symbolem k,, ktery v téchto tabulkach prebirame.

Tabulka 4.8. Soucinitele k, pro 5% charakteristickou hodnotu (viz tabulky 4.4 a 4.3).

Rozsah souboru n
Souginitel 1 2 3 4 5 6 8 10 20 30 o
-uy(1/n+1)"?, cznamé 2,31 2,01 1,89 1,83 1,80 1,77 1,74 1,72 1,68 1,67 1,64
-t(1/n+1)"2 oneznamé | - - 3,37 2,63 2,33 2,18 2,00 1,92 1,76 1,73 1,64

Tabulka 4.9. Soucinitele k, pro navrhovou hodnotu x4 dominantni veli¢iny, P(X < x4) = 0,001.

Rozsah souboru n
Souginitel 1 2 3 4 5 6 8 10 20 30 o
-u(1In+1)"? czndmé | 4,36 3,77 3,56 3,44 3,37 3,33 3,27 3,23 3,16 3,13 3,09
- t,(1/n+1)", oneznamé | - - - 11,4 7,85 6,36 5,07 4,51 3,64 3,44 3,09

Tabulka 4.10. Soucinitele k, pro navrhovou hodnotu x4 nedominantni veli¢iny, P(X< x4) = 0,1.

Rozsah souboru n
Souginitel 1 2 3 4 5 6 8 10 20 30 o
-u(1nt1)"? ocznamé |[1,81 1,57 1,48 1,43 1,40 1,38 1,36 1,34 1,31 1,30 1,28
-t,(1/n+1)"?, oneznam¢ | - 3,77 2,18 1,83 1,68 1,56 1,51 1,45 1,36 1,33 1,28

V dokumentu [1] se pfedpoklad o znalosti smérodatné odchylky nahrazuje (nepfesné)
predpokladem o znalosti variacniho koeficientu w. V originalu [1] tabulky 4.9 je pro rozsahu
souboru n = « chybné uvedena hodnota soucinitele 3,08 (ma byt 3,09). VSimnéme si take,
Ze pro prfedpoklad znamé smérodatné odchylky jsou v tabulkach 4.8 az 4.10 uvedeny
hodnoty soucinitell jiz pro rozsah souboru n = 1. Vyuziti téchto hodnot je vSak spojeno se

znacnymi statistickymi nejistotami a doporucuje se proto minimalni rozsah vybéru n = 3.
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